Agrégation - Legons

Développement asymptotique de la

série harmonique
[GOURDON, FRANCINOU-GIANELLA-NICOLAS 1, p 156]

ENONCE :

Théoreme :
Posons pour n € N*,

H,= Y

k=1

n

| =

Alors il existe v € R tel que :

1 1 1
H, =1 - —
n(n) + v+ o~ 1972 + 0 <n2>

De plus, en notant k, := min{k € N, Hy > n}, alors

kn+1

limy, 1 -+ = €.
DEVELOPPEMENT :

. 1 1
LEMME : Pour a > 1, on a Yg>ni1 7o W TaTyneT

Démonstration. Pour o > 1, la fonction t — t%

décroissante sur [1,+oo[. Ainsi, si K > 2, on a :

1 k+1 dt 1 koodt
—— < / — < —< / —
(k+1)e =k to = fo = Je-1 o

En sommant entre n + 1 et N > n + 2 puis en faisant tendre vers

est intégrable et

I'infini, on obtient :

+oo dt oo ] +o0 dt
A S A
n+l ¢ . k n+l ¢

Or pour N € N*, on a :

n to 1 —q \Na—1 po-1
. 1
N—+o0 (v — 1)no—t

De la méme manieére, on a :

/N dt 1 1

nt1 40 Notoo (a— 1)(n+ 1)a1 ntoo (a — 1)po-t
d’ou le résultat. ]

1

Démonstration. (théoréme) : De L~ In (1 + 5), comme la série
n o0

—+
harmonique diverge et comme les termes de ces deux suites sont

positifs, il vient :

no1 n 1
— o~ ln<1+>
kz:lkn%+ookz:1 k

Or
n 1 nok+1
kz::l In (1 + n) =In (k:1 k) = In(n+1) e In(n)
d'ou H, ~ In(n).
n—-+00

Considérons la suite u, = H, — In(n), n > 1, alors on a pour
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n>2:

Up — Up+1 =

Ainsi, la série de terme général (u, — u,_1) est convergence. Or
SN o (up — up_1) = un — uy, donc (uy,)pen- converge vers une limite,
notée v, d’'ou H,, = In(n) + v + o(1). De plus, on a les équivalents
des restes, soit

bl ) S
Y= Up = U — Uk—1 ~ == NG)
! k=n+1 n=roo 2 k=n+1 n2

En vertu du lemme applique pour a = 2, il vient :

1

d’ott H, = In(n) + v+ 5 + o(1).

* _ 1 .
En posant, pour n € N*, w, =u, —7— 5., on a:

] (1 1>+1 1+1 1
Wy, — Wp—1 =In|1—— -t
! n n 2n in—%

1 1
:mﬁ%ﬁ

De nouveau, par le lemme, on a donc —w, o~ 121n2. Finalement,
on obtient :
1
H,=1 — — 1

1

Voyons enfin que lim,, ., kg* =e.
On écrit H, = In(n)+~v+¢€, ou e, —

n—-+
a :

0. Par définition de k,,, on

(0.9]

ln(kn) +v+e€, =n

et
In(k, —1)+~v+e,1<n

En passant a ’exponentielle, il vient :

ele 1Ml 41 > kb, > e

knJrl

D'ou k, ~ e"e™7 et donc finalement = — e, d’ou le résul-
n—-+00 n N—+00

tat. []

Remarques :

o Cet un ultra-classique, il n’est pas trés dur mais cependant un
peu calculatoire.

e On utilise a plusieurs reprises les équivalents des restes et
sommes partielles selon la divergence ou convergence des sé-
ries : il faut connaitre les hypotheses de ce théoreme et savoir
le remontrer.

e Il est possible de continuer l'itération pour obtenir le terme
suivant ; en particulier, la formule d’EULER-MCLAURIN permet
d’obtenir ces derniers.
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